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KLT: Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 25/02/15
Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= C offene Teilmenge von R1+s.
3. (V ⇂ C) ∈ C1(C : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) ∈ C1(I : R),
wobei I = {t : (∃x : (t, x) ∈ C)}.
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) = (Mji ⇂ I),
wobei I = {t : (∃x : (t, x) ∈ C)}.
6. L : C × Rs → R,





Mij(t) · vi · vj
)
− V (t, x).
Mij auf Iinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Iinv ⊆ I.
2. Für t ∈ Iinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(t),




Mki(t) ·M il(t) = δkl,
gilt.





M iα · (M•)αj,






M iα · V, α.
KLT #277 3
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C × Rs.
b) domL = C × Rs.
c) L = (L ⇂ C × Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = zoI ,
wobei I = {t : (∃x : (t, x) ∈ C)}.
e) Ist Mij auf Iinv invertierbar
und ist 0 6= Cinv = {(t, x) ∈ C : t ∈ Iinv} offene Teilmenge von R1+s,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(Cinv : R),
und für alle i, j ∈ {1, . . . , s}
M ij ∈ C1(Iinv : R), (M•)ij ∈ C(Iinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k = zoIinv .
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Zeitliche Ableitung ∂tL.
∂tL ∈ C(C × Rs : R),





(M•)ij(t) · vi · vj
)
− (∂tV )(t, x).
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C(C × Rs : R), Kα(t, x, v) = −(V, α)(t, x).
Es gilt
K ∈ C(C × Rs : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = −(∇xV )(t, x).
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1(C × Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)





Mij(t) · vi · vj
)
+ V (t, x).
kEnergiefeld T.
T ∈ C1(C × Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(t) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1(C × Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (t, x).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1(C × Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C(C × Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj
− 〈 x | u 〉 · 〈 ∇xV (t, x) | w 〉+ 〈 x | w 〉 · 〈 ∇xV (t, x) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist C × Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs)
und für alle t ∈ dom c gilt (t, c(t)) ∈ C.
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) c ist C × Rs-Kurve.














(M•)αi ◦ t · ċi
)
+ V, α ◦ (t, c).
b) Falls Mij auf Iinv invertierbar ist
und falls E ⊆ Iinv ∩ dom c,
so gilt auf E
(∆elgc)





(M•)αi ◦ t · ċi
)
+ (V,






Mαi ◦ t · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) c ist C × Rs-Kurve.











(M•)αi ◦ t · ċi
)











(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ t · ċi · ċj
)







Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
− (∂tV ) ◦ (t, c)− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
− (∂tV ) ◦ (t, c)− 2 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R),
(∂tL)





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− (∂tV ) ◦ (t, c).
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Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = −(V, α) ◦ (t, c).
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = −〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = −(∇xV ) ◦ (t, c).
Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















(M•)αi ◦ t · ċi,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α − V, α ◦ (t, c).
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc)− (∇xV ) ◦ (t, c),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
= 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
10 KLT #277
Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ t · ċi · ċj
)







Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
+ (∂tV ) ◦ (t, c) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
+ (∂tV ) ◦ (t, c).
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt











Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ (t, c),
und
(Φ∗c)• = (∂tV ) ◦ (t, c) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj
− 〈 c | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | w 〉+ 〈 c | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und
für alle t ∈ dom q gilt (t, q(t)) ∈ C und









(M•)αi ◦ t · q̇i
)
− V, α ◦ (t, q).
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) t ∈ Iinv.












→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q ist C × Rs-Kurve.
→) dom q ⊆ Iinv.






(M•)αi ◦ t · q̇i
)
− V,α ◦ (t, q),
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
− (∂tV ) ◦ (t, q)− 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
− (∂tV ) ◦ (t, q)− 2 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R),
(∂tL)





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− (∂tV ) ◦ (t, q).
Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = −(V, α) ◦ (t, q).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = −〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = −(∇xV ) ◦ (t, q).
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)






















∗q = −V, α ◦ (t, q).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = −(∇xV ) ◦ (t, q),
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),











(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
= −〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
+ (∂tV ) ◦ (t, q) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
+ (∂tV ) ◦ (t, q).
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt











Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j,
und





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ (t, q),
und
(Φ∗q)• = (∂tV ) ◦ (t, q) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L,C × Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit × Eort ⊆ C und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ C.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt “A ist L,C × Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ C.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
→) Für alle (φ, t, x) ∈ P × Ezeit × Eort gilt
V (t, (
s,u,w
dreh)1|φ(x)) = V (t, x).
















Mij(t) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | u 〉
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(t) · wi · q̇j(t)




Mij(t) · ui · q̇j(t)




Mij(σ) · wi · q̇j(σ)




Mij(σ) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L,C × Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ×Ψ[Dort] ⊆ C.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : t ∈ Iinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = Cinv × Rs ⊆ C × Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = Cinv × Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L,C × Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : t ∈ Iinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,


















M ij(t) · pi · pj
)
+ V (t, x),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L,C × Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : t ∈ Iinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L,C × Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt (t, Q(t)) ∈ Cinv und















→) Standard L auf C × Rs mit M..(t), V (t, x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : t ∈ Iinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
(t, q(t)) ∈ Cinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L,C × Rs)” .
Literatur.
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KLT: Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 25/02/15
Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= I offene Teilmenge von R.
3. (V ⇂ I) ∈ C1(I : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) ∈ C1(I : R).
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) = (Mji ⇂ I).
6. L : I × R2s → R,





Mij(t) · vi · vj
)
− V (t),
Mij auf Iinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Iinv ⊆ I.
2. Für t ∈ Iinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(t),




Mki(t) ·M il(t) = δkl,
gilt.





M iα · (M•)αj.
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf I × R2s.
b) domL = I × R2s.
c) L = (L ⇂ I × R2s).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = zoI .
e) Ist Mij auf Iinv invertierbar
und ist 0 6= Iinv offene Teilmenge von R,
so gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , s},
M ij ∈ C1(Iinv : R), (M•)ij ∈ C(Iinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k = zoIinv .
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Zeitliche Ableitung ∂tL.
∂tL ∈ C(I × R2s : R),





(M•)ij(t) · vi · vj
)
− (V •)(t).
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C(I × R2s : R), Kα(t, x, v) = 0.
Es gilt
K ∈ C(I × R2s : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = ~0.
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1(I × R2s : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1(I × R2s : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(t) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1(I × R2s : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (t).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1(I × R2s : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C(I × R2s : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉








Mij(t) · ui · vj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉








Mij(t) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist I × R2s-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs)
und dom c ⊆ I.
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) c ist I × R2s-Kurve.













(M•)αi ◦ t · ċi.
b) Falls Mij auf Iinv invertierbar ist
und falls E ⊆ Iinv ∩ dom c,
so gilt auf E
(∆elgc)










Mαi ◦ t · (∆elgc)i.
30 KLT #278
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) c ist I × R2s-Kurve.



















(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ t · ċi · ċj
)







Mij ◦ t · c̈i · ċj
)





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− (V •) ◦ t,
und





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− (V •) ◦ (t, c).
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R),
(∂tL)





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− (V •) ◦ t.
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Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = zodom c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = zodom c,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = ~0 auf dom c.
Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















(M•)αi ◦ t · ċi,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
= 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ t · ċi · ċj
)







Mij ◦ t · c̈i · ċj
)





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
+ (V •) ◦ t,
und





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
+ (V •) ◦ t.
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt











Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ t,
und
(Φ∗c)• = (V •) ◦ t.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉








Mij ◦ t · ui · ċj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und
für alle t ∈ dom q gilt dom q ⊆ I und








(M•)αi ◦ t · q̇i.
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) t ∈ Iinv.









→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q ist I × R2s-Kurve.
→) dom q ⊆ Iinv.





(M•)αi ◦ t · q̇i,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− (V •) ◦ t,
und





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− (V •) ◦ t.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R),
(∂tL)





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− (V •) ◦ t.
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = zodom q,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = ~0 auf dom q.
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)






















∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = ~0 auf dom q,
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),











(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
= zodom q.
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
+ (V •) ◦ t,
und





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
+ (V •) ◦ t.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt











Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j,
und




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ t,
und
(Φ∗q)• = (V •) ◦ t.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉








Mij ◦ t · ui · q̇j,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, I × R2s, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit ⊆ I und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit ⊆ I.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt “A ist L, I × R2s, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit ⊆ I.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
















Mij(t) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also








Mij ◦ t · ui · q̇j
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(t) · wi · q̇j(t)




Mij(t) · ui · q̇j(t)




Mij(σ) · wi · q̇j(σ)




Mij(σ) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, I × R2s, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ⊆ I.
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (Iinv × Rs)× Rs ⊆ I × R2s.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (Iinv × Rs)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, I × R2s)
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,


















M ij(t) · pi · pj
)
+ V (t),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, I × R2s).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, I × R2s).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
domQ ⊆ Iinv und














→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (t).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Iinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, I × R2s)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 25/02/15
Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= I offene Teilmenge von R.
3) 0 6= O offene Teilmenge von Rs.
4. (V ⇂ O) ∈ C1(O : R).
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) ∈ C1(I : R).
6. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) = (Mji ⇂ I).
7. L : (I ×O)× Rs → R,





Mij(t) · vi · vj
)
− V (x).
Mij auf Iinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Iinv ⊆ I.
2. Für t ∈ Iinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(t),




Mki(t) ·M il(t) = δkl,
gilt.





M iα · (M•)αj,






M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (I ×O)× Rs.
b) domL = (I ×O)× Rs.
c) L = (L ⇂ (I ×O)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = zoI .
e) Ist Mij auf Iinv invertierbar
und ist 0 6= Iinv offene Teilmenge von R,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(Iinv ×O : R),
und für alle i, j ∈ {1, . . . , s}
M ij ∈ C1(Iinv : R), (M•)ij ∈ C(Iinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k = zoIinv .
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Zeitliche Ableitung ∂tL.




(M•)ij(t) · vi · vj.
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((I ×O)× Rs : R), Kα(t, x, v) = −(V, α)(x).
Es gilt
K ∈ C((I ×O)× Rs : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = −(∇V )(x).
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1((I ×O)× Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1((I ×O)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(t) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((I ×O)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (x).
KLT #279 51
(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((I ×O)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((I ×O)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj
− 〈 x | u 〉 · 〈 ∇V (x) | w 〉+ 〈 x | w 〉 · 〈 ∇V (x) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (I ×O)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : O)
und dom c ⊆ I.
Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) c ist (I ×O)× Rs-Kurve.














(M•)αi ◦ t · ċi
)
+ V, α ◦ c.
b) Falls Mij auf Iinv invertierbar ist
und falls E ⊆ Iinv ∩ dom c,
so gilt auf E
(∆elgc)














Mαi ◦ t · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) c ist (I ×O)× Rs-Kurve.











(M•)αi ◦ t · ċi
)











(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ t · ċi · ċj
)







Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
− 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉 ,
und





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− 2 · 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
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Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = −(V, α) ◦ c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = −〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉 ,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = −(∇V ) ◦ c.
Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















(M•)αi ◦ t · ċi,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α − V, α ◦ c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc)− (∇V ) ◦ c,
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
= 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ t · ċi · ċj
)







Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
+ 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉 ,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt











Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj,
und





(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
)
− 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ c,
und
(Φ∗c)• = 〈 (∇V ) ◦ c | ċ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj
− 〈 c | u 〉 · 〈 (∇V ) ◦ c | w 〉+ 〈 c | w 〉 · 〈 (∇V ) ◦ c | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : O) und
dom q ⊆ I und









(M•)αi ◦ t · q̇i
)
− V, α ◦ q.
Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) (t, q(t)) ∈ Iinv ×O.












→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q ist (I ×O)× Rs-Kurve.
→) dom q ⊆ Iinv.






(M•)αi ◦ t · q̇i
)
− V,α ◦ q,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
− 〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉 ,
und





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− 2 · 〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = −(V, α) ◦ q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = −〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉 ,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = −(∇V ) ◦ q.
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)






















∗q = −V, α ◦ q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = −(∇V ) ◦ q,
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),











(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
= −〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉 .
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
+ 〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉 ,
und




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt











Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j,
und





(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
)
− 〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ q,
und
(Φ∗q)• = 〈 (∇V ) ◦ q | q̇ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇V ) ◦ q | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇V ) ◦ q | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (I ×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit × Eort ⊆ I ×O und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ I ×O.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (I ×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (t).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ I ×O.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
→) Für alle (φ, x) ∈ P × Eort gilt
V ((
s,u,w
dreh)1|φ(x)) = V (x).
















Mij(t) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇V ) ◦ q | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇V ) ◦ q | u 〉
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(t) · wi · q̇j(t)




Mij(t) · ui · q̇j(t)




Mij(σ) · wi · q̇j(σ)




Mij(σ) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (I ×O)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ×Ψ[Dort] ⊆ I ×O.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) 0 6= Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv ×O}.
→) G : (Iinv ×O)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (Iinv ×O)× Rs ⊆ (I ×O)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (Iinv ×O)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (I ×O)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) 0 6= Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv ×O}.
→) G : (Iinv ×O)× Rs → Rs,


















M ij(t) · pi · pj
)
+ V (x),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (I ×O)× Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) 0 6= Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv ×O}.
→) G : (Iinv ×O)× Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (I ×O)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt (t, Q(t)) ∈ Iinv ×O und















→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(t), V (x).
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) 0 6= Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv ×O}.
→) G : (Iinv ×O)× Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
(t, q(t)) ∈ Iinv ×O.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (I ×O)× Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf I × R2s mit M..(t), V (),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= I offene Teilmenge von R.
3. V ∈ R..
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) ∈ C1(I : R).
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ I) = (Mji ⇂ I).
6. L : I × R2s → R,





Mij(t) · vi · vj
)
− V,
Mij auf Iinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Iinv ⊆ I.
2. Für t ∈ Iinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(t),




Mki(t) ·M il(t) = δkl,
gilt.





M iα · (M•)αj.
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf I × R2s.
b) domL = I × R2s.
c) L = (L ⇂ I × R2s).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = zoI .
e) Ist Mij auf Iinv invertierbar
und ist 0 6= Iinv offene Teilmenge von R,
so gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , s},
M ij ∈ C1(Iinv : R), (M•)ij ∈ C(Iinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k = zoIinv .
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Zeitliche Ableitung ∂tL.




(M•)ij(t) · vi · vj.
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C(I × R2s : R), Kα(t, x, v) = 0.
Es gilt
K ∈ C(I × R2s : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = ~0.
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1(I × R2s : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1(I × R2s : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(t) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1(I × R2s : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1(I × R2s : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(t) · wi · vj




Mij(t) · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C(I × R2s : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉








Mij(t) · ui · vj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉








Mij(t) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist I × R2s-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs)
und dom c ⊆ I.
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) c ist I × R2s-Kurve.













(M•)αi ◦ t · ċi.
b) Falls Mij auf Iinv invertierbar ist
und falls E ⊆ Iinv ∩ dom c,
so gilt auf E
(∆elgc)










Mαi ◦ t · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) c ist I × R2s-Kurve.



















(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt














Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
(∂tL)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = zodom c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = zodom c,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = ~0 auf dom c.
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















(M•)αi ◦ t · ċi,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











(M•)ij ◦ t · ċi · ċj
= 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt














Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
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kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt











Mij ◦ t · c̈i · ċj
)




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj,
und




(M•)ij ◦ t · ċi · ċj.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V auf dom c,
und
(Φ∗c)• = zodom c.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine I × R2s-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉








Mij ◦ t · ui · ċj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ t · wi · ċj




Mij ◦ t · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und
dom q ⊆ I und








(M•)αi ◦ t · q̇i.
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Iinv.









→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) q ist I × R2s-Kurve.
→) t ∈ Iinv.





(M•)αi ◦ t · q̇i,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ t · q̇i · q̇j
)







Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j,
und




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = zodom q,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = ~0 auf dom q.
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)






















∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = ~0 auf dom q,
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),











(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j
= zodom q.
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt














Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j,
und




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt











Mij ◦ t · q̈i · q̇j
)




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j,
und




(M•)ij ◦ t · q̇i · q̇j.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V auf dom q,
und
(Φ∗q)• = zodom q.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉








Mij ◦ t · ui · q̇j,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ t · wi · q̇j




Mij ◦ t · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, I × R2s, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit ⊆ I und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit ⊆ I.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt “A ist L, I × R2s, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit ⊆ I.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
















Mij(t) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also








Mij ◦ t · ui · q̇j
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(t) · wi · q̇j(t)




Mij(t) · ui · q̇j(t)




Mij(σ) · wi · q̇j(σ)




Mij(σ) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, I × R2s, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ⊆ I.
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Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (Iinv × Rs)× Rs ⊆ I × R2s.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (Iinv × Rs)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, I × R2s)
KLT #280 91
Es gelte:
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,


















M ij(t) · pi · pj
)
+ V,
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, I × R2s).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, I × R2s).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
domQ ⊆ Iinv und














→) Standard L auf I × R2s mit M..(t), V ().
→) Mij auf Iinv invertierbar.
→) Iinv offene Teilmenge von R.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Iinv × Rs}.
→) G : (Iinv × Rs)× Rs → Rs,









M si(t) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Iinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, I × R2s)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= C offene Teilmenge von R1+s.
3. (V ⇂ C) ∈ C1(C : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) ∈ C1(O : R),
wobei O = {x : (∃t : (t, x) ∈ C)}.
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) = (Mji ⇂ O),
wobei O = {x : (∃t : (t, x) ∈ C)}.
6. L : C × Rs → R,





Mij(x) · vi · vj
)
− V (t, x).
Mij auf Oinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oinv ⊆ O = {x : (∃t : (t, x) ∈ C)}.
2. Für x ∈ Oinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(x),




Mki(x) ·M il(x) = δkl,
gilt.













M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C × Rs.
b) domL = C × Rs.
c) L = (L ⇂ C × Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk ∈ C(C : R).
e) Ist Mij auf Oinv invertierbar
und ist 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs und
ist Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv} offene Teilmenge von R1+s,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(Cinv : R),
und für alle i, j ∈ {1, . . . , s}
M ij ∈ C1(Oinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k ∈ C(Oinv : R).
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Zeitliche Ableitung ∂tL.
∂tL ∈ C(C × Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = −(∂tV )(t, x).
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C(C × Rs : R),
Kα(t, x, v) = (∂xαL)(t, x, v)





Mij, α(x) · vi · vj
)
− (V, α)(t, x).
Es gilt
K ∈ C(C × Rs : Rs),
K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v)





(∇Mij)(x) · vi · vj
)
− (∇xV )(t, x).
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt







E ∈ C1(C × Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)





Mij(x) · vi · vj
)
+ V (t, x).
kEnergiefeld T.
T ∈ C1(C × Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(x) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1(C × Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (t, x).
(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1(C × Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C(C × Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




〈 (∇Mij)(x) | w 〉 · vi · vj




〈 (∇Mij)(x) | u 〉 · vi · vj




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj
− 〈 x | u 〉 · 〈 ∇xV (t, x) | w 〉+ 〈 x | w 〉 · 〈 ∇xV (t, x) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist C × Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs)
und für alle t ∈ dom c gilt (t, c(t)) ∈ C.
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) c ist C × Rs-Kurve.













Γijα ◦ c · ċi · ċj
+V, α ◦ (t, c).
b) Falls Mij auf Oinv invertierbar ist
und falls (t, c(t)) ∈ Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv} für alle t ∈ E,
so gilt auf E
(∆elgc)






α ◦ c · ċi · ċj
)
+ (V,






Mαi ◦ c · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) c ist C × Rs-Kurve.











Γijα ◦ c · ċi · ċj
)









Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
−〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ c · ċi · ċj
)













Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
− (∂tV ) ◦ (t, c)− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − (∂tV ) ◦ (t, c)− 2 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = −(∂tV ) ◦ (t, c).
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Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R),
(Kα)





(Mij, α) ◦ c · ċi · ċj
)
− (V, α) ◦ (t, c).
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),





Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs),





(∇Mij) ◦ c · ċi · ċj
)
− (∇xV ) ◦ (t, c).
Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















Mαi, j ◦ c · ċi · ċj,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c





Mij, α ◦ c · ċi · cj
)
− V, α ◦ (t, c).
KLT #281 103
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c





(∇Mi,j) ◦ c · ċi · ċj
)
− (∇xV ) ◦ (t, c),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk





Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ c · ċi · ċj
)













Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
+ (∂tV ) ◦ (t, c) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉+ (∂tV ) ◦ (t, c).
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kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt

















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ (t, c),
und
(Φ∗c)• = (∂tV ) ◦ (t, c) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




〈 (∇Mij) ◦ c | w 〉 · ċi · ċj




〈 (∇Mij) ◦ c | u 〉 · ċi · ċj




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj
− 〈 c | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | w 〉+ 〈 c | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und
für alle t ∈ dom q gilt (t, q(t)) ∈ C und











Γijα ◦ q · q̇i · q̇j = −V, α ◦ (t, q).
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) (t, q(t)) ∈ Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv}.







α(t, q(t)) · q̇i(t) · q̇j(t) = −V,α(t, q(t)).
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q ist C × Rs-Kurve.
→) Für alle t ∈ dom q gilt (t, q(t)) ∈ Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv}.






α ◦ q · q̇i · q̇j = −V,α ◦ (t, q),
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ q · q̇i · q̇j
)













Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
− (∂tV ) ◦ (t, q)− 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
(L∗q)• = −(∂tV ) ◦ (t, q)− 2 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = −(∂tV ) ◦ (t, q).
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R),
(Kα)





(Mij, α) ◦ q · q̇i · q̇j
)
− (V, α) ◦ (t, q).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),





Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs),





(∇Mij) ◦ q · q̇i · q̇j
)
− (∇xV ) ◦ (t, q).
KLT #281 109
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)



























Mij, α ◦ q · q̇i · qj
)
− V, α ◦ (t, q).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und





(∇Mi,j) ◦ q · q̇i · q̇j
)
− (∇xV ) ◦ (t, q),
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),

















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
− 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ q · q̇i · q̇j
)













Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
+ (∂tV ) ◦ (t, q) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
(E∗q)• = (∂tV ) ◦ (t, q).
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt

















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und
(T∗q)• = −〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ (t, q),
und
(Φ∗q)• = (∂tV ) ◦ (t, q) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L,C × Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit × Eort ⊆ C und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ C.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt “A ist L,C × Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ C.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.




→) Für alle (φ, t, x) ∈ P × Ezeit × Eort gilt
V (t, (
s,u,w
dreh)1|φ(x)) = V (t, x).
















Mij(x) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | u 〉
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(q(t)) · wi · q̇j(t)




Mij(q(t)) · ui · q̇j(t)




Mij(q(σ)) · wi · q̇j(σ)




Mij(q(σ)) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L,C × Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ×Ψ[Dort] ⊆ C.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = Cinv × Rs ⊆ C × Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = Cinv × Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L,C × Rs)
118 KLT #281
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,













H : Cinv × Rs,





M ij(x) · pi · pj
)
+ V (t, x),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L,C × Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L,C × Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt (t, Q(t)) ∈ Cinv und















→) Standard L auf C × Rs mit M..(x), V (t, x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) Cinv = {(t, x) ∈ C : x ∈ Oinv} offene Teilmenge von R1+s.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ Cinv}.
→) G : Cinv × Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
(t, q(t)) ∈ Cinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L,C × Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= I offene Teilmenge von R.
3. 0 6= O offene Teilmenge von Rs.
4. (V ⇂ I) ∈ C1(I : R).
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) ∈ C1(O : R).
6. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) = (Mji ⇂ O).
7. L : (I ×O)× Rs → R,





Mij(x) · vi · vj
)
− V (t).
Mij auf Oinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oinv ⊆ O.
2. Für x ∈ Oinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(x),




Mki(x) ·M il(x) = δkl,
gilt.













M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (I ×O)× Rs.
b) domL = (I ×O)× Rs.
c) L = (L ⇂ (I ×O)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk ∈ C(O : R).
e) Ist Mij auf Oinv invertierbar
und ist 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(I ×Oinv : R),
und für alle i, j ∈ {1, . . . , s}
M ij ∈ C1(Oinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k ∈ C(Oinv : R).
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Zeitliche Ableitung ∂tL.
∂tL ∈ C((I ×O)× Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = −V •(t).
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((I ×O)× Rs : R),




Mij, α(x) · vi · vj.
Es gilt
K ∈ C((I ×O)× Rs : Rs),




(∇Mij)(x) · vi · vj.
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1((I ×O)× Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1((I ×O)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(x) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((I ×O)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (t).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((I ×O)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((I ×O)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




〈 (∇Mij)(x) | w 〉 · vi · vj




〈 (∇Mij)(x) | u 〉 · vi · vj








Mij(x) · ui · vj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (I ×O)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : O)
und dom q ⊆ I.
Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) c ist (I ×O)× Rs-Kurve.













Γijα ◦ c · ċi · ċj.
b) Falls Mij auf Oinv invertierbar ist
und falls c(t) ∈ Oinv für alle t ∈ E,
so gilt auf E
(∆elgc)











Mαi ◦ c · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) c ist (I ×O)× Rs-Kurve.



















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ c · ċi · ċj
)














Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
− V • ◦ t,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − V • ◦ t.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = −V • ◦ t.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)




(Mij, α) ◦ c · ċi · ċj.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt




Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk,
und




(∇Mij) ◦ c · ċi · ċj.
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















Mαi, j ◦ c · ċi · ċj,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)




Mij, α ◦ c · ċi · cj.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K




(∇Mi,j) ◦ c · ċi · ċj,
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk




Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk.
Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ c · ċi · ċj
)














Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
+ V • ◦ t,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉+ V • ◦ t.
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kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt

















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ t,
und
(Φ∗c)• = V • ◦ t.
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (I ×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




〈 (∇Mij) ◦ c | w 〉 · ċi · ċj




〈 (∇Mij) ◦ c | u 〉 · ċi · ċj








Mij ◦ c · ui · ċj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : O) und
dom q ⊆ I und











Γijα ◦ q · q̇i · q̇j = zodom q.
Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) (t, q(t)) ∈ I ×Oinv.







α(q(t)) · q̇i(t) · q̇j(t) = 0.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q ist (I ×O)× Rs-Kurve.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Oinv.






α ◦ q · q̇i · q̇j = 0,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ q · q̇i · q̇j
)














Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
− V • ◦ t,
und
(L∗q)• = −V • ◦ t
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = −V • ◦ t.
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)




(Mij, α) ◦ q · q̇i · q̇j.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt




Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und




(∇Mij) ◦ q · q̇i · q̇j.
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


























Mij, α ◦ q · q̇i · qj.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und




(∇Mi,j) ◦ q · q̇i · q̇j,
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),
















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k.
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ q · q̇i · q̇j
)














Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
+ V • ◦ t
und
(E∗q)• = V • ◦ t.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt

















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und
(T∗q)• = zodom q..
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ t,
und
(Φ∗q)• = V • ◦ t.
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j








Mij ◦ q · ui · q̇j,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (I ×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit × Eort ⊆ I ×O und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ I ×O.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (I ×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ I ×O.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.




















Mij(x) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j








Mij ◦ q · ui · q̇j
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(q(t)) · wi · q̇j(t)




Mij(q(t)) · ui · q̇j(t)




Mij(q(σ)) · wi · q̇j(σ)




Mij(q(σ)) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (I ×O)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ×Ψ[Dort] ⊆ I ×O.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I ×Oinv}.
→) G : (I ×Oinv)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (I ×Oinv)× Rs ⊆ (I ×O)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (I ×Oinv)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (I ×O)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I ×Oinv}.
→) G : (I ×Oinv)× Rs → Rs,













H : (I ×Oinv)× Rs,





M ij(x) · pi · pj
)
+ V (t),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (I ×O)× Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I ×Oinv}.
→) G : (I ×Oinv)× Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (I ×O)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt (t, Q(t)) ∈ I ×Oinv und














→) Standard L auf (I ×O)× Rs mit M..(x), V (t).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I ×Oinv}.
→) G : (I ×Oinv)× Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
(t, q(t)) ∈ I ×Oinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (I ×O)× Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= O offene Teilmenge von Rs.
3. (V ⇂ O) ∈ C1(O : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) ∈ C1(O : R).
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) = (Mji ⇂ O).
6. L : (R×O)× Rs → R,





Mij(x) · vi · vj
)
− V (x).
Mij auf Oinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oinv ⊆ O.
2. Für x ∈ Oinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(x),




Mki(x) ·M il(x) = δkl,
gilt.












M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R×O)× Rs.
b) domL = (R×O)× Rs.
c) L = (L ⇂ (R×O)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk ∈ C(O : R).
e) Ist Mij auf Oinv invertierbar
und ist 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(Oinv : R),
und für alle i, j ∈ {1, . . . , s}
M ij ∈ C1(Oinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k ∈ C(Oinv : R).
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Zeitliche Ableitung ∂tL.
∂tL ∈ C((R×O)× Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = 0 auf (R×O)× Rs.
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((R×O)× Rs : R),
Kα(t, x, v) = (∂xαL)(t, x, v)









K ∈ C((R×O)× Rs : Rs),
K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v)





(∇Mij)(x) · vi · vj
)
− (∇V )(x).
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt







E ∈ C1((R×O)× Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1((R×O)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(x) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((R×O)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (x).
(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((R×O)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((R×O)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




〈 (∇Mij)(x) | w 〉 · vi · vj




〈 (∇Mij)(x) | u 〉 · vi · vj




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj
− 〈 x | u 〉 · 〈 ∇V )(x) | w 〉+ 〈 x | w 〉 · 〈 ∇V )(x) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (R×O)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : O).
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) c ist (R×O)× Rs-Kurve.













Γijα ◦ c · ċi · ċj + V, α ◦ c.
b) Falls Mij auf Oinv invertierbar ist
und falls c(t) ∈ Oinv für alle t ∈ E,
so gilt auf E
(∆elgc)















Mαi ◦ c · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) c ist (R×O)× Rs-Kurve.











Γijα ◦ c · ċi · ċj
)









Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
−〈 ∇V ◦ c | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ c · ċi · ċj
)














Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
− 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 ,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − −2 · 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = zodom c.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R),
(Kα)





(Mij, α) ◦ c · ċi · ċj
)
− (V, α) ◦ c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),





Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
− 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 ,
und









Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















Mαi, j ◦ c · ċi · ċj,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c





Mij, α ◦ c · ċi · cj
)
− V, α ◦ c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c









〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk





Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
− 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij ◦ c · ċi · ċj
)














Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
)
+ 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 ,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt

















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ c,
und
(Φ∗c)• = 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 .
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




〈 (∇Mij) ◦ c | w 〉 · ċi · ċj




〈 (∇Mij) ◦ c | u 〉 · ċi · ċj




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj
− 〈 c | u 〉 · 〈 ∇V ◦ c | w 〉+ 〈 c | w 〉 · 〈 ∇V ◦ c | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : O) und











Γijα ◦ q · q̇i · q̇j = −V, α ◦ q.
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) q(t) ∈ Oinv.







α(t, q(t)) · q̇i(t) · q̇j(t) = −V,α(q(t)).
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q ist (R×O)× Rs-Kurve.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Oinv.






α ◦ q · q̇i · q̇j = −V,α ◦ q,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ q · q̇i · q̇j
)














Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
− 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 ,
und
(L∗q)• = −2 · 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = zodom q.
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R),
(Kα)





(Mij, α) ◦ q · q̇i · q̇j
)
− (V, α) ◦ q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),





Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
− 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 ,
und









Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)



























Mij, α ◦ q · q̇i · qj
)
− V, α ◦ q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und









〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),

















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
− 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 .
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij ◦ q · q̇i · q̇j
)














Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k
)
+ 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 ,
und
(E∗q)• = zodom q.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt

















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und
(T∗q)• = −〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ q,
und
(Φ∗q)• = 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 .
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 ∇V ◦ q | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 ∇V ◦ q | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Eort ⊆ O und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Eort ⊆ O.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (R×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Eort ⊆ O.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.




→) Für alle (φ, x) ∈ P × Eort gilt
V ((
s,u,w
dreh)1|φ(x)) = V (x).
















Mij(x) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 ∇V ◦ q | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 ∇V ◦ q | u 〉
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(q(t)) · wi · q̇j(t)




Mij(q(t)) · ui · q̇j(t)




Mij(q(σ)) · wi · q̇j(σ)




Mij(q(σ)) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R×O)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
Ψ ∈ C2(Dort : O).
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (R×Oinv)× Rs ⊆ (R×O)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (R×Oinv)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R×O)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,













H : (R×Oinv)× Rs,





M ij(x) · pi · pj
)
+ V (x),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (R×O)× Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (R×O)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt Q(t) ∈ Oinv und















→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (x).
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
q(t) ∈ Oinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (R×O)× Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V (),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= O offene Teilmenge von Rs.
3. V ∈ R.
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) ∈ C1(O : R).
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt (Mij ⇂ O) = (Mji ⇂ O).
6. L : (R×O)× Rs → R,





Mij(x) · vi · vj
)
− V.
Mij auf Oinv invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oinv ⊆ O.
2. Für x ∈ Oinv und i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij(x),




Mki(x) ·M il(x) = δkl,
gilt.









→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R×O)× Rs.
b) domL = (R×O)× Rs.
c) L = (L ⇂ (R×O)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk ∈ C(O : R).
e) Ist Mij auf Oinv invertierbar
und ist 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs,
so gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , s},
M ij ∈ C1(Oinv : R),
und für alle i, j, k ∈ {1, . . . , s}
Γij
k ∈ C(Oinv : R).
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Zeitliche Ableitung ∂tL.
∂tL ∈ C((R×O)× Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = 0.
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((R×O)× Rs : R),




Mij, α(x) · vi · vj.
Es gilt
K ∈ C((R×O)× Rs : Rs),




(∇Mij)(x) · vi · vj.
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1((R×O)× Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1((R×O)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij(x) · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((R×O)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((R×O)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((R×O)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




〈 (∇Mij)(x) | w 〉 · vi · vj




〈 (∇Mij)(x) | u 〉 · vi · vj








Mij(x) · ui · vj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij(x) · wi · vj




Mij(x) · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (R×O)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : O).
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) c ist (R×O)× Rs-Kurve.













Γijα ◦ c · ċi · ċj.
b) Falls Mij auf Oinv invertierbar ist
und falls c(t) ∈ Oinv für alle t ∈ E,
so gilt auf E
(∆elgc)











Mαi ◦ c · (∆elgc)i.
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) c ist (R×O)× Rs-Kurve.



















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt




















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = −V • ◦ t.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)




(Mij, α) ◦ c · ċi · ċj.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt




Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk,
und




(∇Mij) ◦ c · ċi · ċj.
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


















Mαi, j ◦ c · ċi · ċj,
und
((Pα)
∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)




Mij, α ◦ c · ċi · cj.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K




(∇Mi,j) ◦ c · ċi · ċj,
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),











Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk




Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk.
Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt




















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
KLT #284 177
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt

















Γijk ◦ c · ċi · ċj · ċk
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V auf dom c,
und
(Φ∗c)• = zodom c.
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




〈 (∇Mij) ◦ c | w 〉 · ċi · ċj




〈 (∇Mij) ◦ c | u 〉 · ċi · ċj








Mij ◦ c · ui · ċj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij ◦ c · wi · ċj




Mij ◦ c · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : O) und











Γijα ◦ q · q̇i · q̇j = zodom q.
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) (t, q(t)) ∈ R×Oinv.







α(q(t)) · q̇i(t) · q̇j(t) = 0.
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) q ist (R×O)× Rs-Kurve.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Oinv.






α ◦ q · q̇i · q̇j = 0,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt




















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und
(L∗q)• = zodom q.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = zodom q.
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Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)




(Mij, α) ◦ q · q̇i · q̇j.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt




Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und




(∇Mij) ◦ q · q̇i · q̇j.
Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)


























Mij, α ◦ q · q̇i · qj.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und




(∇Mi,j) ◦ q · q̇i · q̇j,
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),
















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k.
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt




















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und
(E∗q)• = zodom q.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt

















Γijk ◦ q · q̇i · q̇j · q̇k,
und
(T∗q)• = zodom q..
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V auf dom q,
und
(Φ∗q)• = zodom q.
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j








Mij ◦ q · ui · q̇j,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij ◦ q · wi · q̇j




Mij ◦ q · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Eort ⊆ O und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Eort ⊆ O.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (R×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Eort ⊆ O.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.




















Mij(x) · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




〈 (∇Mij) ◦ q | w 〉 · q̇i · q̇j




〈 (∇Mij) ◦ q | u 〉 · q̇i · q̇j








Mij ◦ q · ui · q̇j
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij(q(t)) · wi · q̇j(t)




Mij(q(t)) · ui · q̇j(t)




Mij(q(σ)) · wi · q̇j(σ)




Mij(q(σ)) · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R×O)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
Ψ ∈ C2(Dort : O).
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (R×Oinv)× Rs ⊆ (R×O)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (R×Oinv)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R×O)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,













H : (R×Oinv)× Rs,





M ij(x) · pi · pj
)
+ V,
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (R×O)× Rs).
190 KLT #284
Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (R×O)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt Q(t) ∈ Oinv und














→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(x), V ().
→) Mij auf Oinv invertierbar.
→) 0 6= Oinv offene Teilmenge von Rs.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×Oinv}.
→) G : (R×Oinv)× Rs → Rs,









M si(x) · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
q(t) ∈ Oinv.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (R×O)× Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= C offene Teilmenge von R1+s.
3. (V ⇂ C) ∈ C1(C : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij ∈ R.
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij = Mji.
6. L : C × Rs → R,





Mij · vi · vj
)
− V (t, x).
Mij invertierbar
genau dann, wenn gilt:
Für i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij ,




Mki ·M il = δkl,
gilt.






M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C × Rs.
b) domL = C × Rs.
c) L = (L ⇂ C × Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = 0.
e) Ist Mij invertierbar,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(C : R),





∂tL ∈ C(C × Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = −(∂tV )(t, x).
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C(C × Rs : R), Kα(t, x, v) = −(V, α)(t, x).
Es gilt
K ∈ C(C × Rs : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = −(∇xV )(t, x).
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1(C × Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)





Mij · vi · vj
)
+ V (t, x).
kEnergiefeld T.
T ∈ C1(C × Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1(C × Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (t, x).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1(C × Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C(C × Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj
− 〈 x | u 〉 · 〈 ∇xV (t, x) | w 〉+ 〈 x | w 〉 · 〈 ∇xV (t, x) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist C × Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs)
und für alle t ∈ dom c gilt (t, c(t)) ∈ C.
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) c ist C × Rs-Kurve.









+ V, α ◦ (t, c).
b) Falls Mij invertierbar ist
und falls E ⊆ dom c,
so gilt auf E
(∆elgc)
α = c̈α + (V,









→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) c ist C × Rs-Kurve.











Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt





Mij · ċi · ċj
)







Mij · c̈i · ċj
)
− (∂tV ) ◦ (t, c)− 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − (∂tV ) ◦ (t, c)− 2 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = −(∂tV ) ◦ (t, c).
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = −(V, α) ◦ (t, c).
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = −〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = −(∇xV ) ◦ (t, c).
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)














∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α − V, α ◦ (t, c).
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc)− (∇xV ) ◦ (t, c),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),




Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt





Mij · ċi · ċj
)







Mij · c̈i · ċj
)
+ (∂tV ) ◦ (t, c) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 ,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉+ (∂tV ) ◦ (t, c).
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt










Mij · c̈i · ċj
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ (t, c),
und
(Φ∗c)• = (∂tV ) ◦ (t, c) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | ċ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine C × Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj
− 〈 c | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | w 〉+ 〈 c | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, c) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und
für alle t ∈ dom q gilt (t, q(t)) ∈ C und




Mαi · q̈i = −V, α ◦ (t, q).
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) Mij invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) t ∈ dom q.
→) α ∈ {1, . . . , s}
Dann folgt
q̈α(t) = −V,α(t, q(t)).
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) Mij invertierbar.
→) q ist C × Rs-Kurve.
→) Für alle α ∈ {1, . . . , s} gilt
q̈α = −V,α ◦ (t, q),
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij · q̇i · q̇j
)







Mij · q̈i · q̇j
)
− (∂tV ) ◦ (t, q)− 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
(L∗q)• = −(∂tV ) ◦ (t, q)− 2 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = −(∂tV ) ◦ (t, q).
Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = −(V, α) ◦ (t, q).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = −〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = −(∇xV ) ◦ (t, q).
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Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)















∗q = −V, α ◦ (t, q).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = −(∇xV ) ◦ (t, q),
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),




Mij · q̈i · q̇j = −〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij · q̇i · q̇j
)







Mij · q̈i · q̇j
)
+ (∂tV ) ◦ (t, q) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 ,
und
(E∗q)• = (∂tV ) ◦ (t, q).
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt










Mij · q̈i · q̇j,
und
(T∗q)• = −〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ (t, q),
und
(Φ∗q)• = (∂tV ) ◦ (t, q) + 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | q̇ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L,C × Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit × Eort ⊆ C und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ C.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt “A ist L,C × Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit × Eort ⊆ C.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
→) Für alle (φ, t, x) ∈ P × Ezeit × Eort gilt
V (t, (
s,u,w
dreh)1|φ(x)) = V (t, x).
















Mij · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 (∇xV ) ◦ (t, q) | u 〉
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij · wi · q̇j(t)




Mij · ui · q̇j(t)




Mij · wi · q̇j(σ)




Mij · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L,C × Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
b) Ozeit ×Ψ[Dort] ⊆ C.
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ C}.
→) G : C × Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = C × Rs ⊆ C × Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = C × Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L,C × Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ C}.
→) G : C × Rs → Rs,


















M ij · pi · pj
)
+ V (t, x),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L,C × Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ C}.
→) G : C × Rs → Rs,









M si · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L,C × Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt (t, Q(t)) ∈ C und















→) Standard L auf C × Rs mit M..(), V (t, x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ C}.
→) G : C × Rs → Rs,









M si · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
(t, q(t)) ∈ C.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L,C × Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= I offene Teilmenge von R.
3. (V ⇂ I) ∈ C1(I : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij ∈ R.
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij = Mji.
6. L : (I × Rs)× Rs → R,









genau dann, wenn gilt:
Für i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij ,




Mki ·M il = δkl,
gilt.






M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (I × Rs)× Rs.
b) domL = (I × Rs)× Rs.
c) L = (L ⇂ (I × Rs)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = 0.
e) Ist Mij invertierbar,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(I : R),





∂tL ∈ C((I × Rs)× Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = −V •(t).
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((I × Rs)× Rs : R), Kα(t, x, v) = 0.
Es gilt
K ∈ C((I × Rs)× Rs : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = ~0.
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1((I × Rs)× Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1((I × Rs)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((I × Rs)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (t).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((I × Rs)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((I × Rs)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉








Mij · ui · vj
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (I × Rs)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs)
und dom c ⊆ I.
Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) c ist (I × Rs)× Rs-Kurve.







b) Falls Mij invertierbar ist
und falls E ⊆ dom c,











→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) c ist (I × Rs)× Rs-Kurve.











Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij · ċi · ċj
)







Mij · c̈i · ċj
)
− V • ◦ t,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − V • ◦ t.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = −V • ◦ t.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = zodom c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = zodom c,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = ~0 auf dom c.
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)














∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),




Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij · ċi · ċj
)







Mij · c̈i · ċj
)
+ V • ◦ t,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt










Mij · c̈i · ċj
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ t,
und
(Φ∗c)• = V • ◦ t.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (I × Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉








Mij · ui · ċj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und
dom q ⊆ I und




Mαi · q̈i = zodom q.
Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) Mij invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) t ∈ dom q.





→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) Mij invertierbar.
→) q ist (I × Rs)× Rs-Kurve.
→) Für alle α ∈ {1, . . . , s} gilt
q̈α = zodom q,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij · q̇i · q̇j
)







Mij · q̈i · q̇j
)
− V • ◦ t,
und
(L∗q)• = −V • ◦ t.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = −V • ◦ t.
Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = zodom q,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = ~0 auf dom q.
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Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)















∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = ~0 auf dom q,
und




Mij · q̈i · q̇j = zodom q.
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij · q̇i · q̇j
)







Mij · q̈i · q̇j
)
+ V • ◦ t,
und
(E∗q)• = V • ◦ t.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt










Mij · q̈i · q̇j,
und
(T∗q)• = zodom q.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ t,
und
(Φ∗q)• = V • ◦ t.
KLT #286 229
(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉








Mij · ui · q̇j,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (I × Rs)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Ezeit ⊆ I und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Ezeit ⊆ I.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (I × Rs)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Ezeit ⊆ I.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
















Mij · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) dom q ⊆ Ezeit.
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij · wi · q̇j(t)




Mij · ui · q̇j(t)




Mij · wi · q̇j(σ)




Mij · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (I × Rs)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
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Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I × Rs}.
→) G : (I × Rs)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (I × Rs)× Rs ⊆ (I × Rs)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (I × Rs)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (I × Rs)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I × Rs}.
→) G : (I × Rs)× Rs → Rs,


















M ij · pi · pj
)
+ V (t),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (I × Rs)× Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I × Rs}.
→) G : (I × Rs)× Rs → Rs,









M si · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (I × Rs)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
domQ ⊆ I und














→) Standard L auf (I × Rs)× Rs mit M..(), V (t).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ I × Rs}.
→) G : (I × Rs)× Rs → Rs,









M si · vi
)
.
→) q löst (ELG).
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (I × Rs)× Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. 0 6= O offene Teilmenge von Rs.
3. (V ⇂ O) ∈ C1(O : R).
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij ∈ R.
5. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij = Mji.
6. L : (R×O)× Rs → R,









genau dann, wenn gilt:
Für i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij ,




Mki ·M il = δkl,
gilt.






M iα · V, α.
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R×O)× Rs.
b) domL = (R×O)× Rs.
c) L = (L ⇂ (R×O)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = 0.
e) Ist Mij invertierbar,
so gilt für alle i ∈ {1, . . . , s},
V,
i ∈ C(O : R),





∂tL ∈ C((R×O)× Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = 0.
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((R×O)× Rs : R), Kα(t, x, v) = −(V, α)(x).
Es gilt
K ∈ C((R×O)× Rs : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = −(∇V )(x).
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1((R×O)× Rs : R),
E(t, x, v) = 〈 P(t, x, v) | v 〉 − L(t, x, v)









T ∈ C1((R×O)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((R×O)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V (x).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((R×O)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((R×O)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj
− 〈 x | u 〉 · 〈 ∇V (x) | w 〉+ 〈 x | w 〉 · 〈 ∇V (x) | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (R×O)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : O).
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) c ist (R×O)× Rs-Kurve.









+ V, α ◦ c.
b) Falls Mij invertierbar ist
und falls E ⊆ dom c,
so gilt auf E
(∆elgc)










→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) c ist (R×O)× Rs-Kurve.











Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij · ċi · ċj
)







Mij · c̈i · ċj
)
− 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 ,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉)− 2 · 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = zodom c.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = −V, α ◦ c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = −〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 ,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = −∇V ◦ c.
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)














∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α − V, α ◦ c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc)−∇V ◦ c,
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),




Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt





Mij · ċi · ċj
)







Mij · c̈i · ċj
)
+ 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 ,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt










Mij · c̈i · ċj
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 − 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉.
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V ◦ c,
und
(Φ∗c)• = 〈 ∇V ◦ c | ċ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (R×O)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj
− 〈 c | u 〉 · 〈 ∇V ◦ c | w 〉+ 〈 c | w 〉 · 〈 ∇V ◦ c | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : O) und




Mαi · q̈i = −V, α ◦ q.
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) Mij invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) (t, q(t)) ∈ R×O.





→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) Mij invertierbar.
→) q ist (R×O)× Rs-Kurve.
→) Für alle α ∈ {1, . . . , s} gilt
q̈α = −V,α ◦ q,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij · q̇i · q̇j
)







Mij · q̈i · q̇j
)
− 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 ,
und
(L∗q)• = −2 · 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = zodom q.
Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = −V, α ◦ q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = −〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 ,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = −∇V ◦ q.
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Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)















∗q = −V, α ◦ q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = −∇V ◦ q,
und
〈 (P∗q)• | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R),




Mij · q̈i · q̇j = −〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 .
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt





Mij · q̇i · q̇j
)







Mij · q̈i · q̇j
)
+ 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 ,
und
(E∗q)• = zodom q.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt










Mij · q̈i · q̇j,
und
(T∗q)• = −〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V ◦ q,
und
(Φ∗q)• = 〈 ∇V ◦ q | q̇ 〉 .
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 ∇V ◦ q | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 ∇V ◦ q | u 〉 ,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
Eort ⊆ O und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) Eort ⊆ O.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (R×O)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) Eort ⊆ O.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
→) Für alle (φ, x) ∈ P × Eort gilt
V ((
s,u,w
dreh)1|φ(x)) = V (x).
















Mij · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j
− 〈 q | u 〉 · 〈 ∇V ◦ q | w 〉+ 〈 q | w 〉 · 〈 ∇V ◦ q | u 〉
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij · wi · q̇j(t)




Mij · ui · q̇j(t)




Mij · wi · q̇j(σ)




Mij · ui · q̇j(σ),
256 KLT #287
Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R×O)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
Ψ ∈ C2(Dort : O).
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×O}.
→) G : (R×O)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (R×O)× Rs ⊆ (R×O)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (R×O)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R×O)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ C}.
→) G : (R×O)× Rs → Rs,


















M ij · pi · pj
)
+ V (x),
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (R×O)× Rs).
KLT #287 259
Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×O}.
→) G : (R×O)× Rs → Rs,









M si · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (R×O)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und
für alle t ∈ domQ gilt Q(t) ∈ O und















→) Standard L auf (R×O)× Rs mit M..(), V (x).
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R×O}.
→) G : (R×O)× Rs → Rs,









M si · vi
)
.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt
q(t) ∈ O.
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (R×O)× Rs)” .
Literatur.
H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Änderung: 26/02/15
Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V (),
genau dann, wenn gilt:
1. 1 ≤ s ∈ N.
2. V ∈ R.
3. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij ∈ R.
4. Für i, j ∈ {1, . . . , s} gilt Mij = Mji.
5. L : (R× Rs)× Rs → R,









genau dann, wenn gilt:
Für i, j ∈ {1, . . . , s} gibt es M ij ,








→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
Dann folgt:
a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R× Rs)× Rs.
b) domL = (R× Rs)× Rs.
c) L = (L ⇂ (R× Rs)× Rs).
d) Für i, j, k ∈ {1, . . . , s} gilt Γijk = 0.
e) Ist Mij invertierbar,





∂tL ∈ C((R× Rs)× Rs : R), (∂tL)(t, x, v) = 0.
Kraftfeld K. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt
Kα ∈ C((R× Rs)× Rs : R), Kα(t, x, v) = 0.
Es gilt
K ∈ C((R× Rs)× Rs : Rs), K(t, x, v) = (∇xL)(t, x, v) = ~0.
Impulsfeld P. Für α ∈ {1, . . . , s} gilt






E ∈ C1((R× Rs)× Rs : R),




Mij · vi · vj.
kEnergiefeld T.
T ∈ C1((R× Rs)× Rs : R),
T(t, x, v) = (E(t, x, v) + L(t, x, v)) : 2




Mij · vi · vj.
pEnergiefeld Φ.
Φ ∈ C1((R× Rs)× Rs : R), Φ(t, x, v) = (E(t, x, v)− L(t, x, v)) : 2 = V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
I(u, w) ∈ C1((R× Rs)× Rs : R),
I(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Für u, w ∈ Rs gilt
M(u, w) ∈ C((R× Rs)× Rs : R),
M(u, w)(t, x, v)
= 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉
+ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉








Mij · ui · vj
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)(t, x, v) = 〈 x | u 〉 · 〈 w | K(t, x, v) 〉 − 〈 x | w 〉 · 〈 u | K(t, x, v) 〉 ”,
“ 〈 v | u 〉 · 〈 w | P(t, x, v) 〉 − 〈 v | w 〉 · 〈 u | P(t, x, v) 〉




Mij · wi · vj




Mij · ui · vj = 0 ”.
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Unter der Voraussetzung
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) c ist (R× Rs)× Rs-Kurve.
ii) dom c echtes reelles Intervall
und c ∈ C2(dom c : Rs).
Es gelte:
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) c ist (R× Rs)× Rs-Kurve.







b) Falls Mij invertierbar ist
und falls E ⊆ dom c,











→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) c ist (R× Rs)× Rs-Kurve.











Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉.
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Lagrange-Funktion L∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt













Mij · c̈i · ċj,
und
(L∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
(∂tL)
∗c ∈ C(dom c : R), (∂tL)∗c = zodom c.
Kraftfeld K∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗c ∈ C(dom c : R), (Kα)∗c = zodom c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
〈 K∗c | ċ 〉 ∈ C(dom c : R), 〈 K∗c | ċ 〉 = zodom c,
und
K∗c ∈ C(dom c : Rs), K∗c = ~0 auf dom c.
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Impulsfeld P∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)














∗c)• = (∆elgc)α + (Kα)
∗c = (∆elgc)α.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
P∗c ∈ C1(dom c : Rs),
und
(P∗c)• = (∆elgc) + K
∗c = (∆elgc),
und
〈 (P∗c)• | ċ 〉 ∈ C(dom c : R),




Mij · c̈i · ċj = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
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Energiefeld E∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt













Mij · c̈i · ċj,
und
(E∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
kEnergiefeld T∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt










Mij · c̈i · ċj
und
(T∗c)• = 〈 (∆elgc) | ċ 〉 .
pEnergiefeld Φ∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt
Φ∗c ∈ C1(dom c : R), Φ∗c = V auf dom c,
und
(Φ∗c)• = zodom c.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗c längs c
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗c ∈ C1(dom c : R),
I(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj,
und
(I(u, w)∗c)• = M(u, w)∗c.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗c längs c.
Falls c eine (R× Rs)× Rs-Kurve ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗c ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗c
= 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉
+ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉








Mij · ui · ċj,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗c = 〈 c | u 〉 · 〈 w | K∗c 〉 − 〈 c | w 〉 · 〈 u | K∗c 〉 ”,
“ 〈 ċ | u 〉 · 〈 w | P∗c 〉 − 〈 ċ | w 〉 · 〈 u | P∗c 〉




Mij · wi · ċj




Mij · ui · ċj = zodom c ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) q löst (ELG).
ii) dom q echtes reelles Intervall und
q ∈ C2(dom q : Rs) und




Mαi · q̈i = zodom q.
Es gelte:
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) Mij invertierbar.
→) q löst (ELG).
→) t ∈ dom q.





→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) Mij invertierbar.
→) q ist (R× Rs)× Rs-Kurve.
→) Für alle α ∈ {1, . . . , s} gilt
q̈α = zodom q,
Dann folgt “ q löst (ELG)” .
Lagrange-Funktion L∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt













Mij · q̈i · q̇j,
und
(L∗q)• = zodom q.
Zeitliche Ableitung (∂tL)
∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
(∂tL)
∗q ∈ C(dom q : R), (∂tL)∗q = zodom q.
Kraftfeld K∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Kα)
∗q ∈ C(dom q : R), (Kα)∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
〈 K∗q | q̇ 〉 ∈ C(dom q : R), 〈 K∗q | q̇ 〉 = zodom q,
und
K∗q ∈ C(dom q : Rs), K∗q = ~0 auf dom q.
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Impulsfeld P∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für α ∈ {1, . . . , s},
(Pα)















∗q = zodom q.
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
P∗q ∈ C1(dom q : Rs),
und
(P∗q)• = K∗q = ~0 auf dom q,
und




Mij · q̈i · q̇j = zodom q.
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Energiefeld E∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt













Mij · q̈i · q̇j,
und
(E∗q)• = zodom q.
kEnergiefeld T∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt










Mij · q̈i · q̇j,
und
(T∗q)• = zodom q.
pEnergiefeld Φ∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt
Φ∗q ∈ C1(dom q : R), Φ∗q = V auf dom q,
und
(Φ∗q)• = zodom q.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
I(u, w)∗q ∈ C1(dom q : R),
I(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j,
und
(I(u, w)∗q)• = M(u, w)∗q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)∗q, q löst (ELG).
Falls q eine Lösung von (ELG) ist, so gilt für alle u, w ∈ Rs,
M(u, w)∗q ∈ C(dom c : R),
M(u, w)∗q
= 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉
+ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉








Mij · ui · q̇j,
wobei nicht unbedingt
“ M(u, w)∗q = 〈 q | u 〉 · 〈 w | K∗q 〉 − 〈 q | w 〉 · 〈 u | K∗q 〉 ”,
“ 〈 q̇ | u 〉 · 〈 w | P∗q 〉 − 〈 q̇ | w 〉 · 〈 u | P∗q 〉




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j = zodom q ”.
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R× Rs)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie.
ii) P,Ezeit sind echte reelle Intervalle und
0 6= Eort offene Teilmenge des Rs und
für Ψ = (Γ ⇂ P × Eort) gilt:
a) Ψ ∈ C2(P × Eort : Rs).
b) Ψ1|0 = idEort .
c) Für alle ξ ∈ P gilt Ψ1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Es gelte:
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) P,E,Ezeit sind echte reelle Intervalle.
→) P ⊆ E.
→) 0 6= Eort offene Teilmenge des Rs.
→) A ∈ C2(E × Rs : Rs).
→) A1|0 = idRs .
→) Für alle ξ ∈ E ist A1|ξ linear.
→) Für alle ξ ∈ P gilt A1|ξ[Eort] ⊆ Eort.
Dann folgt
“A ist L, (R× Rs)× Rs, P, Ezeit, Eort,Rs-Transformationsfamilie” .
KLT #288 277
Es gelte:
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) P,Ezeit sind echte reelle Interwalle.
→) 0 6= Eort offene Teilmengen des Rs.
→) u, w ∈ Rs.
→) Für alle φ ∈ P gilt (
s,u,w
dreh)1|φ[Eort] ⊆ Eort.
















Mij · vi · vj.
→) q löst (ELG).
→) Für alle t ∈ dom q gilt q(t) ∈ Eort.




a) M(u, w)∗q = zodom q, also




Mij · wi · q̇j




Mij · ui · q̇j
= zodom q.
b) (I(u, w)∗q)• = zodom q, so dass für alle t, σ ∈ dom q,
(I(u, w)∗q)(t) = (I(u, w)∗q)(σ),
also




Mij · wi · q̇j(t)




Mij · ui · q̇j(t)




Mij · wi · q̇j(σ)




Mij · ui · q̇j(σ),
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Unter der Voraussetzung . . .
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Γ ist L, (R× Rs)× Rs, Ozeit, Dort,Rs,m-Koordinatenfunktion.
ii) 1 ≤ m ∈ N und
0 6= Ozeit ist offene Teilmenge von R und
0 6= Dort offene Teilmenge des Rm und
für Ψ = (Γ ⇂ Dort) gilt:
Ψ ∈ C2(Dort : Rs).
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Es gelte:
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R× Rs}.
→) G : (R× Rs)× Rs → Rs,














b) domD ⊆ R1+s.
c) Ev = {(t, x, v) : v ∈ D(t, x)} = (R× Rs)× Rs ⊆ (R× Rs)× Rs.
d) Ep = {(t, x, P(t, x, v)) : v ∈ D(t, x)} = (R× Rs)× Rs
offene Teilmenge von R1+2s.
e) G = (G ⇂ Ep) ∈ C1(Ep : Rs).
f) Für alle (t, x, v) ∈ Ev gilt
G(t, x, P(t, x, v)) = v.
g) Für alle (t, x, p) ∈ Ep gilt
P(t, x,G(t, x, p)) = p.
h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R× Rs)× Rs)
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Es gelte:
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R× Rs}.
→) G : (R× Rs)× Rs → Rs,


















M ij · pi · pj
)
+ V,
ist (D,G)-Hamilton-Funktion von (L, (R× Rs)× Rs).
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Unter den Voraussetzungen . . .
→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R× Rs}.
→) G : (R× Rs)× Rs → Rs,









M si · vi
)
.
. . . sind die Aussagen i), ii) äquivalent:
i) Q,P lösen (D,G)(HJG) von (L, (R× Rs)× Rs).
ii) domQ = domP echtes reelles Intervall und
Q,P ∈ C1(domQ : Rs) und














→) Standard L auf (R× Rs)× Rs mit M..(), V ().
→) Mij invertierbar.
→) D = {((t, x),Rs) : (t, x) ∈ R× Rs}.
→) G : (R× Rs)× Rs → Rs,









M si · vi
)
.
→) q löst (ELG).
Dann folgt “ q, P∗q lösen (D,G)(HJG) von (L, (R× Rs)× Rs)” .
Literatur.
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ODE: −L · c ≤ c• und c• ≤ L · c.
Ersterstellung: 25/02/14 Letzte Änderung: 27/02/15
Notationen 1. c ist genau dann eine reelle Funktion, wenn c : D → B mit
D,B ⊆ R.
Notationen 2. Die klassische Grenzwert-Definition der Stetigkeit in t ∈ D ⊆ R
von Funktionen c : D → Rm - hier ist 1 ≤ m ∈ N und es kommt die Konvention
R
1 = R zum Einsatz - ist besonders griffig für nichtleere Mengen D, welche
die zusätzliche Eigenschaft haben, dass jeder Punkt t ∈ D Häufungspunkt von
D, also Grenzwert einer Folge aus D \ {t} ist. Für derartige Mengen D und
B ⊆ Rm, 1 ≤ m ∈ N, ist C(D : B) die Menge aller stetigen Funktionen c :
D → B, wobei D,B mit der Euklidischen Standard-Topologie ausgestattet sind.
Ähnlich ist Ck(D : B), 1 ≤ k ∈ N, die Menge aller k−fach stetig differenzierbaren
Funktionen c : D → B. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion c : D → B
- also etwa von c ∈ C1(D : B) - ist c• und wird gelegentlich zwecks besserer
Lesbarkeit als c• bezeichnet. Im Fall c ∈ C1(D : B) gilt klarer Weise c• ∈ C(D :
R
s). Die zweite Ableitung einer zweimal differenzierbaren Funktion c : D → B
- also etwa von c ∈ C2(D : B) - ist c̈ und wird gelegentlich zwecks besserer
Lesbarkeit als c•• notiert. Für c ∈ C2(D : B) gilt offenbar c• ∈ C1(D : Rs) und
c̈ ∈ C(D : Rs). Gelegentlich wird von der Konvention C0(D : B) = C(D : B)
Gebrauch gemacht. C∞(D : B) ist die Menge aller Funktionen c : D → B, die
beliebig oft stetig differenzierbar sind.
Mitunter können mit elementaren Methoden bemerkenswerte qualitative Aussagen
über Funktionen gewonnen werden.
Es gelte:
→) c reelle Funktion.
→) ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ echtes reelles Intervall.
→) c ist auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ stetig und auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊ differenzierbar.
→) c(t◦) = 0.
→) 0 ≤ L ∈ R und c• ≤ L · c auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊.
Dann folgt
c ≤ 0 auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊.
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Beweis. Es gilt L = 0 oder 0 < L ∈ R.
Falls L = 0 so gilt c• ≤ 0 auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊ und somit ist c auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊ fallend. Da c
auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ stetig ist und c(t◦) = 0 gilt, folgt c ≤ 0 auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊.
Falls 0 < L ∈ R, dann 0 6= L ∈ R. Entweder c ≤ 0 auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ oder es gibt
t1 ∈ ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ mit 0 < c(t1).
Im zweiten Fall gelten wegen c(t◦) = 0 die Ungleichungen
t◦ < t1 < τ.
Da c auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ stetig ist und da c(t◦) = 0 < c(t1) mit t◦ < t1 < τ gilt gibt es
t◦◦ mit




0 < c auf ⌉⌋t◦◦|t1⌈⌊.
Wähle s0 mit
t◦ ≤ t◦◦ < s0 < t1 < τ mit |s0 − t◦◦| ≤ 1 : (2L)
und setze
g = ‖c : ⌈⌊t◦◦|s0⌉⌋‖∞ = sup{|c(t)| : t◦◦ ≤ t ≤ s0}.
Wegen s0 ∈ ⌉⌋t◦◦|t1⌈⌊ ⊆ ⌈⌊t◦◦|t1⌉⌋ gilt
0 < c(s0) ≤ g.
Da c auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ stetig ist und da ⌈⌊t◦◦|s0⌉⌋ wegen t◦ ≤ t◦◦ < s0 < t1 < τ eine
kompakte, nichtleere Teilmenge von ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ ist gilt
g < +∞.
Nach dem MWS der DR, der Differenzierbarkeit von c auf ⌉⌋t◦◦|s0⌈⌊ ⊆ ⌉⌋t◦|τ⌈⌊
und der Stetigkeit von c auf ⌈⌊t◦◦|s0⌉⌋ ⊆ ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ gibt es s1 ∈ ⌉⌋t◦◦|s0⌈⌊ mit
c(s0) : (s0 − t◦◦) = (c(s0)− 0) : (s0 − t◦◦)
= (c(s0)− c(t◦◦)) : (s0 − t◦◦) = c•(s1).
Wegen s1 ∈ ⌉⌋t◦◦|s0⌈⌊ ⊆ ⌉⌋t◦|τ⌈⌊ gilt gemäß Voraussetzung die Ungleichung
c•(s1) ≤ L · c(s1).
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Auch via 0 < s1 − t◦◦ < s0 − t◦◦ = |s0 − t◦◦| ≤ 1 : (2L) ergeben sich somit die
Aussagen
t◦ ≤ t◦◦ < s1 < s0 < t1 < τ mit |s1 − t◦◦| ≤ 1 : (2L),
0 < c(s0) = (s0 − t◦◦) · c•(s1) ≤ (s0 − t◦◦) · (L · c(s1)) ≤ c(s1) : 2.
Via Induktion: Es gibt Folge (sn)n∈N mit
t◦ ≤ t◦◦ < . . . < s1+n < sn < . . . < s2 < s1 < s0 < t1 < τ,
und
|sn − t◦◦| ≤ 1 : (2L),
und
0 < c(sn) = (sn − t◦◦) · c•(s1+n) ≤ (sn − t◦◦) · (L · c(s1+n)) ≤ c(s1+n) : 2,
woraus durch sukzessives Einsetzen für alle n ∈ N die Ungleichung
0 < c(s0) ≤ c(sn) : 2n ≤ g : 2n
folgt und sich hieraus via n → +∞ die Aussagen 0 < c(s0) ≤ 0 ergeben.
Zur Illustration seien t◦ ∈ R und
c : R → R, c(t) = 1− exp(t− t◦).
Dann gilt c ∈ C∞(R : R) mit
c• : R → R, c•(t) = − exp(t− t◦) = c(t)− 1,
und c(t◦) = 0. Es folgt
c• = c− 1 ≤ c auf R.
Offenbar erfüllen t◦, τ = +∞, L = 1, c die Voraussetzungen vorhergehenden Sat-
zes und es gilt c ≤ 0 auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ = ⌈⌊t◦|+∞⌈⌊.
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Nicht der soeben bewiesene Satz sondern eine Folgerung mit verzichtbarem Beweis
wird später eingesetzt:
Es gelte:
→) c reelle Funktion.
→) ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ echtes reelles Intervall.
→) c ist auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊ stetig und auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊ differenzierbar.
→) c(t◦) = 0.
→) 0 ≤ L ∈ R und c• ≤ L · c auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊.
→) 0 ≤ c auf ⌉⌋t◦|τ⌈⌊.
Dann folgt
c = 0 auf ⌈⌊t◦|τ⌈⌊.
Aus Vorliegendees läßt sich ohne allzu viel Aufwand herleiten.
Es gelte:
→) c reelle Funktion.
→) ⌉⌋τ |t◦⌉⌋ echtes reelles Intervall.
→) c ist auf ⌉⌋τ |t◦⌉⌋ stetig und auf ⌉⌋τ |t◦⌈⌊ differenzierbar.
→) c(t◦) = 0.
→) 0 ≤ L ∈ R und −L · c ≤ c• auf ⌉⌋τ |t◦⌈⌊.
Dann folgt
c ≤ 0 auf ⌉⌋τ |t◦⌉⌋.
Beweis. Sei die Hilfsfunktion C definiert als
C : ⌈⌊− t◦| − τ⌈⌊ → R, C(t) = c(−t).
Dann gilt offenbar:
→) C reelle Funktion,
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→) ⌈⌊− t◦| − τ⌈⌊ echtes reelles Intervall,
→) C ist auf ⌈⌊− t◦| − τ⌈⌊ stetig und auf ⌉⌋− t◦| − τ⌈⌊ differenzierbar,
→) C(−t◦) = 0,
→) 0 ≤ L ∈ R,
und falls t ∈ ⌉⌋− t◦| − τ⌈⌊, dann −t ∈ ⌉⌋τ |t◦⌈⌊ und somit
C•(t) = −c•(−t) ≤ L · c(−t) = L · C(t),
also
→) C• ≤ L · C auf ⌉⌋− t◦| − τ⌈⌊,
so dass via vorhergehenden Satzes für C die Aussage C ≤ 0 auf ⌈⌊ − t◦| − τ⌈⌊
ergibt, woraus ohne viel Weiteres
c ≤ 0 auf ⌉⌋τ |t◦⌉⌋,
folgt.
Zur Illustration seien t◦ ∈ R und
c : R → R, c(t) = 1− exp(4 · (t◦ − t)).
Dann gilt offenbar c ∈ C∞(R : R) mit
c• : R → R, c•(t) = 4 · exp(4 · (t◦ − t)) = 4 · (1− c(t)),
und c(t◦) = 0. Es folgt
c• = 4− 4 · c ≥ −4 · c, auf R.
Offenbar erfüllen t◦, τ = −∞, L = 4, c die Voraussetzungen vorhergehenden Sat-
zes und es gilt c ≤ 0 auf ⌉⌋τ |t◦⌉⌋ = ⌉⌋−∞|t◦⌉⌋.
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Der Beweis dieser Folgerung bleibt den Lesern überlassen.
Es gelte:
→) c reelle Funktion.
→) ⌉⌋τ |t◦⌉⌋ echtes reelles Intervall.
→) c ist auf ⌉⌋τ |t◦⌉⌋ stetig und auf ⌉⌋τ |t◦⌈⌊ differenzierbar.
→) c(t◦) = 0.
→) 0 ≤ L ∈ R und −L · c ≤ c• auf ⌉⌋τ |t◦⌈⌊.
→) 0 ≤ c auf ⌉⌋τ |t◦⌈⌊.
Dann folgt
c = 0 auf ⌉⌋τ |t◦⌉⌋.
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ODE: x löst &• = F (t,&) (mit &(τ) = γ) (maximal).
x löst &• = f(&) (mit &(τ) = γ) (maximal).
f ♭.
Ersterstellung: 26/02/14 Letzte Änderung: 04/03/15
Für die Dynamisierung der Arbeit an “ lokalen ”Bereichen des LebensWerkes
- im gegenwärtigen Fall wird “ lokal” an ODE gearbeitet - ist es von geradezu
vitaler Bedeutung sich auf “ lokal ” gültige Sprachregelungen zu einigen. Dabei
ist es nicht so wichtig welche individuellen Sprachregelungen fest gelegt werden
- vermutlich sind in anderem Kontext andere Vereinbarungen sinnvoller als die
hier verwendeten - - entscheidend ist, dass überhaupt Sprachregelungen getrof-
fen und rigoros eingehalten werden. Einige Vereinbarungen sind Allgemeingut -
etwa R =Menge der reellen Zahlen oder was unter Stetigkeit oder Differenzierbar-
keit reeller Funktionen einer Variablen zu verstehen ist - weitere Vereinbarungen
sind blosse Notationen - es folgen hiervon einige - und es gibt Vereinbarungen die
als mathematische Definition eingebracht werden. In diesem Abschnitt geht es um
den Lösungsbegriff gewöhnlicher Differential-Gleichungen erster Ordnung. Einem
allgemeinen Grundsatz folgend sollen so wenig Begriffe wie möglich eingesetzt
werden und so wird auf eine Definition der Ordnung einer Differential-Gleichung
verzichtet. Statt dessen geht es darum “x löst &• = F (t,&)” festzulegen. Hierbei
fällt auf, dass nicht nur die als Lösung fungierende Klasse x und zwei weitere
Klassen t, F sondern auch ein anderwertig nicht verwendetes Symbol - nämlich
“&” - das keine Klasse und auch keine Aussage der Mathematik ist, auftaucht.
Das Symbol & wird verwendet, weil der Terminus “ x löst &• = F (t,&)” lediglich
abkürzenden, geradezu symbolischen Charakter hat, dessen mathematische Bedeu-
tung erst in der gleich zu erbringenden Definition festgelegt wird.
x löst &• = F (t,&),
genau dann, wenn gilt:
1) x, F Funktion.
2) dom x echtes reelles Intervall.
3) x differenzierbar.
4) Für alle t ∈ dom x gilt
x•(t) = F (t, x(t)).
Bemerkung. Die Definition wird bis auf Weiteres für Funktionen F : D → As,
D ⊆ R × As, 1 ≤ s ∈ N, und A = R,C oder A = A, oder allgemeiner A ⊆ A,
eingesetzt. Es wird die Konvention A1 = A eingesetzt.
Bemerkung. Falls x löst &• = F (t,&), dann ist x differenzierbar und x•(t) ist
für alle t ∈ dom x eine Menge. Demnach gilt (t, x(t)) ∈ domF für alle t ∈ dom x.
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Es sollen einige Aussagen über x, x löst &• = F (t,&), in dem Fall domF ⊆
R × As, A ⊆ A, 1 ≤ s ∈ N, getroffen werden. Der einfache Beweis bleibt den
Lesern überlassen.
Es gelte:
→) x löst &• = F (t,&).
→) 1 ≤ s ∈ N.
→) A ⊆ A.
→) domF ⊆ R× As.
Dann folgt “x : dom x → As ” .
Beispiel 1. Seien
F : R× R → R, F (t, w) = 2 · t · w,
und
x : R → R, x(t) = exp(t2).
Dann sind x, F Funktionen, dom x = R ist echtes reelles Intervall, für t ∈ dom x =
R gilt (t, x(t)) = (t, exp(t2)) ∈ R× R = domF und für t ∈ dom x = R gilt
x•(t) = 2 · t · exp(t2) = 2 · t · x(t) = F (t, x(t)),
so dass
x löst &• = F (t,&),
gefolgert werden kann.
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Anhand zweier einfacher Merkmale kann x löst &• = F (t,&) ausgeschlossen
werden. Der einfache Beweis bleibt den Lesern überlassen.
a) Aus “¬(dom x echtes reelles Intervall)”
folgt “¬(x löst &• = F (t,&))” .
b) Aus “ t ∈ dom x” und “ (t, x(t)) /∈ domF”
folgt “¬(x löst &• = F (t,&))” .
Beispiel 2. Der Definitions-Bereich der Funktion
x : R \ {0} → R, x(t) = 1 : t,
ist kein reelles Intervall. Also gilt
¬(x löst &• = F (t,&)),
für alle F .
Beispiel 3. Seien
F : R× R → R, F (t, w) = 2 · w : t,
und
F ∗ : (R \ {0})× R → R, F ∗(t, w) = 2 · w : t,
und
x : R → R, x(t) = t2.
Die Funktionen F, F ∗ unterscheiden sich nur für t = 0:
F (0, w) = 2 · w : 0 = 0, w ∈ R.
und da (0, w) /∈ domF ,
F ∗(0, w) = U , w ∈ R,
Es gilt
{(t, x(t)) : t ∈ dom x} = {(t, t2) : t ∈ R},
und somit gibt es t ∈ dom x - nämlich t = 0 - mit (t, x(t)) /∈ domF ∗. Es folgt
¬(x löst &• = F ∗(t,&)).
Andererseits gilt
x löst &• = F (t,&).
Damit ist gezeigt, dass die Lösungstheorie von &• = F (t,&) sensibel von Ände-
rungen im Definitions-Bereich der Funktion F der rechten Seite abhängt.
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Beispiel 4. Seien
F : R× R → R, F (t, w) = −w : t,
und
G : R× R → R, G(t, w) = −w2,
und .
x : R \ {0} → R, x(t) = 1 : t.
Wie bereits in Beispiel 2 fest gestellt, kommt x nicht als Lösung von &• = F (t,&)
oder &• = G(t,&) in Frage. Ungeachtet dessen gelten für die Einschränkungen
von x auf ⌉⌋−∞|0⌈⌊
x− : ⌉⌋−∞|0⌈⌊ → R, x−(t) = 1 : t,
und auf ⌉⌋0|+∞⌈⌊,
x+ : ⌉⌋0|+∞⌈⌊ → R, x+(t) = 1 : t,
die Aussagen
x− löst &




• = F (t,&) und x+ löst &
• = G(t,&).
So ist auch nachgewiesen, dass es zu einer Funktion mehrere Klassen F geben
kann, so dass diese Funktion &• = F (t,&) löst .
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Es gelte x löst &• = F (t,&). Dann ist jede Einschränkung von x auf ein ech-
tes reelles Teil-Intervall von dom x wieder Lösung von &• = F (t,&). Konse-
quenter Weise hat jede ODE &• = F (t,&), die wenigstens eine Lösung hat,
unendlich viele Lösungen. An diesem Umstand ändert sich auch nichts, wenn
“Anfangswertprobleme” betrachtet werden.
a) Aus “x löst &• = F (t,&)”
und “ I echtes reelles Intervall”
und I ⊆ dom x” folgt “ (x ⇂ I) löst &• = F (t,&)” .
b) Aus “x löst &• = F (t,&)”
folgt “ {ω : ω löst &• = F (t,&)} unendlich” .
c) Aus “x löst &• = F (t,&)” und “ t◦ ∈ dom x”
folgt “ {ω : (ω löst &• = F (t,&)) ∧ (ω(t◦) = x(t◦))} unendlich” .
Beweis-Skizze. a) Durch Einschränkung auf ein echtes reelles Intervall werden
weder Stetigkeit noch Differenzierbarkeit noch die Gleichung zwischen Ableitung
ẋ(t) und F (t, x(t)) beeinflusst.
b) Das echte reelle Intervall dom x hat unendlich viele verschiedene echte reelle
Teilintervalle und jede Einschränkung auf eines dieser unendlich vielen echten
reellen Teilintervalle ergibt via a) eine weitere Lösung.
c) Wegen t◦ ∈ dom x hat das echte reelle Intervall dom x unendlich viele verschie-
dene echte reelle Teilintervalle in denen t◦ liegt. Für jede Einschränkung von x
auf eines dieser Teil-Intervalle I gilt nach a)
(x ⇂ I) löst &• = F (t,&),
und wegen t◦ ∈ I gilt (x ⇂ I) (t◦) = x(t◦).
ODE #290 295
Beispiel 5. Seien
F : R× R, F (t, w) = −2w : t,
und
x : ⌉⌋0|+∞⌈⌊, x(t) = 1 : t2.
Ohne allzu viel Mühe ist
x löst &• = F (t,&),
zu erkennen. Für alle a ∈ ⌉⌋0|+∞⌈⌊ sei
xa = (x ⇂ ⌉⌋0|a⌈⌊) : ⌉⌋0|a⌈⌊ → R, xa(t) = 1 : t2,
die Einschränkung von x auf ⌉⌋0|a⌈⌊. Dann gilt
xa löst &
• = F (t,&). a ∈ ⌉⌋0|+∞⌈⌊.
Darüber hinausgehend gilt xa 6= xb für alle a, b ∈ ⌉⌋0| + ∞⌈⌊ mit a 6= b sowie
xa(1) = 1 für alle a ∈ ⌉⌋0|+∞⌈⌊, so dass
{ω : ω löst &• = F (t,&)},
und
{ω : (ω löst &• = F (t,&)) ∧ (ω(1) = 1)}
in der Tat unendlich sind.
296 ODE #290
Ein etwas tiefliegenderes Problem als die Vererbung der Lösungseigenschaft auf
Einschränkungen auf echte reelle TeilIntervalle ergibt sich durch die Frage inwie-
weit Vereinigungen von Lösungen wieder Lösungen sind.
a) Aus “x, y löst &• = F (t,&)”
und “ 0 6= (dom x) ∩ (dom y)”
und “x = y auf (dom x) ∩ (dom y)”
folgt “x ∪ y löst &• = F (t,&)” .
b) Aus “ 0 6= X”
und “∀α ∈ X : α löst &• = F (t,&)”
und “∀α, β ∈ X :
(0 6= (domα) ∩ (dom β)) ⇒ (α = β auf (domα) ∩ (dom β))”
folgt “
⋃
X löst &• = F (t,&)” .
c) Aus “ 0 6= X”
und “∀α ∈ X : α löst &• = F (t,&)”
und “∀α, β ∈ X : (α ⊆ β) ∨ (β ⊆ α)”
folgt “
⋃
X löst &• = F (t,&)” .
Beweis-Skizze. a) Mit elementarer Mengenlehre stellt sich x ∪ y als Funktion
heraus.. 0 6= (dom x) ∩ (dom y) stellt sicher, dass es sich bei (dom x) ∪ (dom y) =
dom (x∪ y) um ein echtes reelles Intervall handelt. Die Funktion x∪ y legt via F
die Ableitung von x ∪ y fest.
b) Mit elementarer Mengelehre zeigt sich, dass
⋃
X eine Funktion ist. 0 6=
(domα) ∩ (domα) für α, β ∈ X stellt sicher, dass es sich bei ⋃{domω : ω ∈
X} = dom (
⋃
X) um ein echtes reelles Intervall handelt. Die Funktion
⋃
X legt
via F die Ableitung von
⋃
X fest.
c) folgt aus b).
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Ein Spezialfall des vorhergehenden Satzes liegt vor, wenn x, y löst &• = F (t,&)
und (dom x)∩ (dom y) = {t◦}. Der einfache Beweis bleibt den Lesern überlassen.
Es gelte:
→) x, y löst &• = F (t,&).
→) (dom x) ∩ (dom y) = {t◦}.
→) x(t◦) = y(t◦).
Dann folgt
x ∪ y löst &• = F (t,&).
Beispiel 6. Seien




x : ⌉⌋−∞|0⌉⌋ → R, x(t) = −t2,
und
y : ⌈⌊0|+∞⌈⌊ → R, y(t) = t2.
Dann gilt für alle t ∈ ⌉⌋−∞|0⌉⌋,





| − t2| = |t|+
√
|x(t)| = F (t, x(t)),
und für alle t ∈ ⌈⌊0|+∞⌈⌊ gilt







|y(t)| = F (t, y(t)),
und ausserdem gilt
x(0) = 0 = y(0),
so dass sich dank des vorhergehenden Satzes die Aussage
x ∪ y löst &• = F (t,&),
ergibt. Ohne allzu viel Mühe kann
x ∪ y : R → R, (x ∪ y)(t) = t · |t|,
fest gestellt werden.
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Falls x löst &• = F (t,&), so ist die Menge aller Lösungen von &• = F (t,&) un-
endlich. In dieser unendlichen Menge sollen die nicht mehr fortsetzbaren Lösun-
gen einen eigenen Namen bekommen.
µ löst &• = F (t,&) maximal
genau dann, wenn gilt:
1) µ löst &• = F (t,&).
2) ∀α : ((α löst &• = F (t,&)) ∧ (µ ⊆ α)) ⇒ (α ⊆ µ).
In zwei einfachen Fällen liegt mit Sicherheit eine maximale Lösung von &• =
F (t,&) vor. Der Beweis dieser und einer weiteren Aussage gleibt den Lesern
überlassen.
a) Aus “µ löst &• = F (t,&) maximal”
und “x löst &• = F (t,&)”
und “µ ⊆ x” folgt “x = µ” .
b) Aus “µ löst &• = F (t,&)”
und “ domµ = {t : (∃Ω : (t,Ω) ∈ domF )}”
folgt “µ löst &• = F (t,&) maximal” .
c) Aus “µ löst &• = F (t,&)”
und “ domµ = R”
folgt “µ löst &• = F (t,&) maximal” .
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Beispiel 7. Seien
F : ⌉⌋0|+∞⌈⌊× R → R, F (t, w) = ln t+ w : (2 · t) + 1,
und
µ : ⌉⌋0|+∞⌈⌊ → R, µ(t) = 2 · t · (ln t− 1).
Dann gilt für t ∈ domµ = ⌉⌋0|+∞⌈⌊,
µ•(t) = 2 · (ln t− 1) + 2 · t · (1 : t) = 2 · ln t = ln t+ ln t
= ln t+ (ln t− 1) + 1 = ln t+ (2 · t) · (ln t− 1)) : (2 · t) + 1
= (2 · t · (ln t− 1)) : (2 · t) + 1
= ln t+ µ(t) : (2 · t) + 1 = F (t, µ(t)),
und aus Weiterem folgt
µ löst &• = F (t,&).
Via domF = ⌉⌋0|+∞⌈⌊× R ergibt sich
domµ = ⌉⌋0|+∞⌈⌊ = {t : (∃Ω : (t,Ω) ∈ ⌉⌋0|+∞⌈⌊× R)}
= {t : (∃Ω : (t,Ω) ∈ domF )},
so dass
µ löst &• = F (t,&) maximal.
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Ob sich Lösungen &• = F (t,&) “ schneiden” oder “ nicht schneiden” spielt ge-
legentlich eine nicht zu unterschätzende Rolle. Mit dem elementaren binären
Durchschnitt ∩ kann das “ (Nicht-)Schneiden” von Funktionen - also nicht nur
von Lösungen von Differential-Gleichungen - einfach beschrieben werden.
Aus “ g, h Funktion” und . . .
a) . . . und “ 0 6= g ∩ h” folgt “∃t ∈ (dom g) ∩ (domh) : g(t) = h(t)” .
b) . . . und “ t ∈ (dom g) ∪ (domh)” und “ g(t) = h(t)”
folgt “ 0 6= g ∩ h” .
c) . . . und “ g ∩ h = 0” folgt “∀τ ∈ (dom g) ∪ (domh) : g(τ) 6= h(τ)” .
d) . . . und “∀τ ∈ (dom g) ∩ (domh): g(τ) 6= h(τ)” folgt “ 0 = g ∩ h” .
Beweis. Da g, h Funktionen sind gilt
g = {(t, g(t)) : t ∈ dom g}, h = {(t, h(t)) : t ∈ domh}. (1)
Falls g ∩ h 6= 0 ergibt sich aus (1) ohne viel Mühe die Existenz von t ∈ (dom g)∩
(domh) mit g(t) = h(t). a)
Falls t ∈ (dom g) ∪ (domh) und falls g(t) = h(t) gilt, so folgt mit elementaren
mengentheoretischen Argumenten t ∈ (dom g)∩ (domh) und hieraus folgt via (1)
schnell (t, g(t)) ∈ g, (t, h(t)) ∈ h und wegen g(t) = h(t) gilt natürlich (t, g(t)) =
(t, h(t)) und somit (t, g(t)) ∈ g, (t, g(t)) ∈ h, also (t, g(t)) ∈ g ∩ h und somit
0 6= g ∩ h. b)
cd) folgen via Negation aus ab).
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Mitunter sind Lösungen von “AnfangsWertProblemen ” - gelegentlich wird
“AnfangsWertProblem” als “AWP”abgekürzt - von Interesse. Dabei handelt es
sich um die Aufgabe, Lösungen von &• = F (t,&) zu finden, die an einer bestimm-
ten Stelle τ einen bestimmten Wert γ annehmen. Hierfür wird die nunmehrige
Zeichenkette geschaffen, in der nicht nur die Funktionen x, F sondern auch die
Klassen τ, γ auftreten.
x löst &• = F (t,&) mit &(τ) = γ,
genau dann, wenn gilt:
1) x löst &• = F (t,&).
2) τ ∈ dom x.
3) x(τ) = γ.
Bemerkung. Die Bedingung τ ∈ dom x schließt γ = U aus und garantiert γ ∈
ranx.
Beispiel 8. Seien
F : R× R → R, F (t, w) = w − t2,
und
x : R → R, x(t) = t2 + 2 · t+ 2.
Dann gilt
x löst &• = F (t,&) mit &(0) = 2 ,
und
x löst &• = F (t,&) mit &(−1) = 1,
so dass eine Funktion x mehrere AWPe bei gleich bleibender rechter Seite F lösen
kann.
Beispiel 9. Seien




x : ⌈⌊1|+∞⌈⌊ → R, y(t) = 1 : (1 + t)2.
Dann gilt
x löst &• = F (t,&) mit &(1) = 1 : 4,
und es stellt sich heraus, dass es auch Lösungen von AnfansWertProblemen
gibt, bei denen der vorgeschriebene Funktions-Wert in einem Randpunkt des
Definitions-Bereichs der Lösung angenommen wird.
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Falls x löst &• = F (t,&) mit &(τ) = γ, so gibt es entsprechend vorehriger Unter-
suchungen unendlich viele Lösungen von &• = F (t,&) mit &(τ) = γ. Gelegentlich
sind auch hier maximale Lösungen von besonderem Interesse.
µ löst &• = F (t,&) mit &(τ) = γ maximal,
genau dann, wenn gilt:
1) µ löst &• = F (t,&) mit &(τ) = γ.
2) µ löst &• = F (t,&) maximal.
Beispiel 10. Seien
F : R× R → R, F (t, w) = −t+ w,
und
µ : R → R, x(t) = −1− t+ exp t.
Dann gilt domµ = R und für alle t ∈ domµ = R gilt
µ•(t) = −1 + exp t = (−1− t+ exp t) + t = µ(t) + t = t+ µ(t) = F (t, µ(t)),
so dass nach Weiterem
x löst &• = F (t,&)
folgt. Wegen dom x = R gilt sogar
x löst &• = F (t,&) maximal.
Aus µ(0) = 0 ergibt sich noch
µ löst &• = F (t,&) mit &(0) = 0,
und es kann auf
µ löst &• = F (t,&) mit &(0) = 0 maximal,
geschlossen werden.
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Gelegentlich sind konstante Lösungen von &• = F (t,&) besonders wichtig. Die
Untersuchungen sollen auf Cs-wertige konstante Funktionen beschränkt werden.
In diesen Fällen kann der Beweis der nachfolgenden Aussage den Lesern über-
lassen werden.
a) Aus “ 1 ≤ s ∈ N”
und “F Funktion”
und “ γ ∈ Cs”
und “ I echtes reelles Intervall”
und “∀τ ∈ I : F (τ, γ) = ~0 ∈ As”
folgt “ γonI löst &• = F (t,&)” .
b) Aus “ 1 ≤ s ∈ N”
und “ γ ∈ Cs”
und “ τ ∈ I”
und “F (τ, γ) 6= ~0 ∈ As”
folgt “¬( γonI löst &• = F (t,&))” .
Beweis-Skizze. a) Der entscheidende Beweis-Schritt besteht in der Verifikation
von
(γonI)•(t) = ~0 = F (t, γ) = F (t, (γonI)(t)), t ∈ I.
b) Entsprechend Definition brauchen nur jene Fälle näher untersucht werden, für
die zusätzlich “F Funktion” und “ dom (γonI) = I =echtes reelles Intervall” gilt.
In diesen Fällen ist via τ ∈ I der entscheidende Beweis-Schritt die Verifikation
von
(γonI)•(τ) = ~0 6= F (τ, γ) = F (t, (γonI)(t)).
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In einigen Fällen werden autonome Differential-Gleichungen untersucht. Hierbei
ist die rechte Seite von t unabhängig.
x löst &• = f(&)
genau dann, wenn gilt:
1) x, f Funktion.
2) dom x echtes reelles Intervall.
3) x differenzierbar.
4) Für alle t ∈ dom x gilt
x•(t) = F (t, x(t)).
µ löst &• = f(&) maximal
genau dann, wenn gilt:
1) µ löst &• = f(&).
2) ∀α : ((α löst &• = f(&)) ∧ (µ ⊆ α)) ⇒ (α ⊆ µ).
x löst &• = f(&) mit x(τ) = γ
genau dann, wenn gilt:
1) x löst &• = f(&).
2) τ ∈ dom x.
3) x(τ) = γ.
µ löst &• = f(&) mit &(τ) = γ maximal
genau dann, wenn gilt:
1) µ löst &• = f(&) mit &(τ) = γ.
2) µ löst &• = f(&) maximal.
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Um den Fall x löst &• = f(&) nicht immer eigens untersuchen zu müssen, ist
ein kleiner Kunstgriff hilfreich. Wir definieren
f ♭ : R× dom f → U , f ♭(t, w) = f(w),
und stellen dann unter Überlassung des einfachen Beweises an die Leser fest:
a) “x löst &• = f(&)” genau dann, wenn “x löst &• = f ♭(t,&)” .
b) “x löst &• = f(&) maximal”
genau dann, wenn “x löst &• = f ♭(t,&) maximal” .
c) “x löst &• = f(&) mit &(τ) = γ”
genau dann, wenn “x löst &• = f ♭(t,&) mit &(τ) = γ” .
d) “x löst &• = f(&) mit &(τ) = γ maximal”
genau dann, wenn “x löst &• = f ♭(t,&) mit &(τ) = γ maximal” .
Beispiel 11. Seien
f : R2 → R2, f(w0, w1) = (−w1, w0),
und
x : R → R2, x(t) = (cos t, sin t).
Dann sind x, f Funktionen und für alle t ∈ R gilt






= (cos• t, sin• t) = (− sin t, cos t) = (−x1(t), x0(t)) = f(x0(t), x1(t)),
so dass nach Weiterem
x löst &• = f(&) mit &(0) = (1, 0) maximal,
folgt. Es gilt
f ♭ : R× R2 → R2, f ♭(t, w0, w1) = (−w1, w0).
und
x löst &• = f ♭(t,&) mit &(0) = (1, 0) maximal.
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Bei autonomen Differential-Gleichungen kann bei Lösungen “ das Argument ver-
schoben werden” . In diesem und in anderen Zusammenhängen sind unter ande-
rem die Notationen
α +∈ E = {α + λ : λ ∈ E}
und
x(α + .) = {(t, ω) : (α + t, ω) ∈ x},
hilfreich. Für x : D → B gilt offenbar
x(α + .) : (−α) +∈ D → B, x(α + .)(t) = x(α + t).
Es gelte:
→) x löst &• = f(&).
→) p ∈ R.
Dann folgt “x(p+ .) löst &• = f(&)” .
Beweis-Skizze. Der entscheidende Beweis-Schritt besteht in der Verifikation der
Umformungskette
(x(p+ .))•(t) = x•(p+ t) = f(x(p+ t)) = f(x(p+ .)(t)),
für alle t ∈ dom (x(p+ .)) = −p+∈ dom x =echtes reelles Intervall.
Das Herumschieben des Argumengs von Lösungen kann ohne Weiteres auf AWPe
erweitert werden. Der Beweis bleibt den Lesern überlassen.
Es gelte:
→) x löst &• = f(&) mit &(τ) = γ.
→) σ ∈ R.
Dann folgt “x((τ − σ) + .) löst &• = f(&) mit &(σ) = γ” .
Beweis-Skizze. Dank des vorhergehenden Satzes löst x((τ − σ) + .) die ODE
&• = f(&). Auch gilt entsprechend Voraussetzung x(τ) = γ mit τ ∈ dom x. Es
folgt τ, σ ∈ R und somit wegen τ ∈ dom x,
σ = (σ − τ) + τ = −(σ − τ) + τ ∈ −(σ − τ) +∈ dom x = dom (x((τ − σ) + .)),
und
x((τ − σ) + .)(σ) = x((τ − σ) + σ) = x(τ) = γ.
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